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Objetivo General

La idea de limite, concepto fundamental que subyace al calculo diferencial e integral, toda vez
que, la continuidad, la derivada y la integral se definen a través de éste. Encuentra su origen en
la Antigiiedad con el «calculo del area del circulo», el «célculo del volumen de una pirdmidey,
el «calculo del drea de la espiral», el «calculo del area de un sector parabdlico», el «calculo del
area de la superficie de la esfera» y el «cdlculo del volumen de la esfera» debido a Euclides (los
primeros dos) y a Arquimedes (los ultimos cuatro). Ahora bien, la necesidad de acompanar el
concepto formal de limite con la idea intuitiva del principio de divisibilidad infinita para &areas,
para volimenes, para angulos, para proporciones que, a su vez, subyacen al calculo de los ejemplos
antes mencionados, respectivamente. Permite dar cuenta de los fundamentos que yacen a la idea
formal de limite asimismo permite observar la necesidad del calculo aritmético (o de magnitudes
discretas) que subyace a dichos célculos (de magnitudes continuas). Resaltando asi que el concepto
de sucesion es fundamental en la propedéutica del calculo de los limites. En suma, nuestro objetivo,
hacer notar el papel que juega desvelar las leyes de progresion que subyacen al calculo de los limites.
Subrayando que el concepto de limite en su desarrollo histérico cambio gradualmente adquiriendo
un contenido méas profundo: de lo determinado a lo indeterminado.

Pedagogia

Proveer razonamientos que van mas all4 del calculo de rutina. A través de la préactica de resolu-
cién de problemas que permitan desarrollar capacidades de pensamiento critico e innovador propias
del pensar cientifico.

De lo continuo a lo discreto

Nos gustaria comenzar senalando y subrayando las ideas fundamentales que subyacen al origen
historico del concepto de limite, a saber,

1. «En lugar de considerar una transicién continua de un valor de una magnitud a otro. Se
considera una transiciéon a través de un ntimero de pasos intermedios, de manera que crezca
el nimero de estos pasos intermedios, de modo que la distancia entre dos pasos intermedios
consecutivos disminuye ad infinitum»*

2. La transicion, del valor de una magnitud continua, a través de un niimero de pasos intermedios
que incrementa ad infinitum se traduce en el concepto formal de sucesién, como una asignacién
f N = R; la disminucién de la distancia entre dos pasos intermedios consecutivos, muchas
veces, se traduce en desvelar la ley de progresién que subyace a esta disminucion ad infinitum.

Todo a la luz de la propedéutica que circunscribe al calculo de los limites, es decir, la aprehensién
del infinito por lo finito.

! Bernhard Riemann.
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Contexto historico

Desde tiempos antiguos los geémetras se han interesado por estudiar las propiedades de las fi-
guras. Descubrir las proporciones que guardan las figuras curvilineas a las rectilineas, circunscribe,
desde la Antigiiedad hasta el siglo XVIII, un anélisis del infinito, toda vez que, se requirié extender
las construcciones con lineas rectas y circunferencias a construcciones con curvas mas complejas, y
éstas, en su generacién, apelaron al infinito. Es decir, recurrieron al principio de variacién continua.?
Ahora bien, desvelar las leyes que invocan al infinito, a su vez, demanda descubrir los principios de
progresién que subyacen al calculo de proporciones geométricas. Toda vez que, desvelar dichas leyes
permitié aprehender el infinito en términos finitos. Circunscribiéndose asi el andlisis del infinito al
célculo aritmético.

Los antiguos desvelaron la proporcién que guardan los circulos®; la proporcién que guarda
un sector parabélico con el tridngulo inscrito de la misma base?; la proporciéon que guarda la
espiral de Arquimedes con el circulo generatriz®; la proporcién que guarda la superficie de la esfera
con el circulo maximo®; la proporcién que guarda el cilindro y la esfera con la misma base y
altura’; Sin embargo, la proporcién que guarda un circulo con el cuadrado construido sobre su
didmetro permanecié desconocida durante casi 2000 anos.® En suma, los antiguos encontraron la
proporcién racional que subyace al calculo de areas y voliimenes e incluso el calculo aproximado de
la proporcion del circulo al cuadrado que lo circunscribe, 11/14. Sin embargo, no el valor exacto:
1-1/34+1/5—-1/7+ ... (suma infinita de fracciones).

En otras palabras, transitamos de relaciones de orden finito: fracciones, suma finita de fracciones,
o leyes de progresiéon que subyacen al calculo finito de suma de fracciones a relaciones de orden
infinito, leyes de progresion que involucran un orden infinito como el caso de la cuadratura del
circulo.

Dicho esto, y en aras de la brevedad, el presente ensayo se circunscribe a los tres primeros
casos. Pretende esbozar el método que les permitié desvelar dichas proporciones que, no esta de
m&s mencionar, hacen uso de un andlisis del infinito. Todo lo anterior, dicho sea de paso, con
la intencién no solo de motivar sino de senalar la importancia de la indagacién histérica en la
comprensién del concepto de limite.

Por ejemplo, para resolver el problema de la cuadratura de un circulo, los antiguos se auxiliaron de la cuadratriz
de Dinéstrato para rectificar un cuarto de circunferencia (Ver https://israelramos.mx/2022/10/03/cuadratura-de-
un-circulo/). Asi, encontraron un tridngulo rectdngulo, cuya base es la circunferencia de un circulo y altura el radio,
equivalente en drea al circulo. Acto seguido, cuadraron el tridngulo, es decir, encontraron un cuadrado equivalente
en drea a la del tridngulo rectdngulo (Ver https://israelramos.mx/2023/10/06/metodo-de-aplicacion-de-areas/).
La cuadratriz, segin la clasificaciéon de Pappus (Ver https://israelramos.mx/2022/10/03/geometria-sintetica/), es
un curva mas compleja que una linea recta, circunferencia o, en general, que una cénica. Su generacién conjuga dos
movimientos continuos, uno rectilineo y otro circular, apelando —en su construccién— a dos variaciones continuas.
Uno a otro son como el cuadrado de sus didmetros.

Uno a otro son como 4 : 3.

Uno a otro son como 1 : 3.

Uno a otro son como 4 : 1.

Uno a otro son como 3 : 2.

Leibniz, en 1682, publica la memoria La verdadera proporcion del circulo donde calcula que dicha proporcién se
puede realizar no por una fraccién —la aproximacién hecha por Arquimedes fue de 11/14— sino por una suma infinita
de fracciones: 1 —1/3+1/5—-1/7+---.

0w N O Ot ke W
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Analisis geométrico

Cabe observar que la falta de una unidad en la geometria a diferencia de la aritmética conduce

a los antiguos a encontrar la medida adecuada de comparacién para cada magnitud. Por ejemplo,
para el drea de una figura rectilinea la medida de comparacién es el cuadrado; para el volumen
de un sélido rectilineo la medida de comparacion es el cubo; para el area de la espiral la medida
de comparacion es el circulo; para el area de un sector parabdlico la medida de comparacion es el
triangulo; para el area de la superficie de la esfera la medida de comparacién es el circulo maximo;
para el volumen de la esfera la medida de comparacion es el cono.

Ahora bien, podemos distinguir en los cuatro dltimos casos antes mencionados un modus ope-

randi comun para desvelar dicha proporcion.

10

11
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1. Los antiguos, a diferencia de como se calcula en la actualidad los mismos limites, sabian
cuanto valia el limite sin calcularlo.”

2. Se auxiliaron principalmente de dos métodos, el de reduccion al absurdo y el de agotamiento,
para corroborar que el limite que postulaban era el correcto.

3. El principio de divisibilidad infinita quien posibilit6 el calculo de las proporciones antes men-
cionadas. Esto es, el principio de divisibilidad infinita para dngulos; para areas; para propor-
ciones de 4reas y para proporciones de voltimenes, respectivamente.

4. Pasar de un proceso de aproximacién continua a un proceso de aproximacion finita (mas
infinita en potencia) a través de una ley de progresién que cumplen las magnitudes continuas
analizadas.!!

5. Si una cantidad geométrica, b, disminuye como la progresién: by = b,by = by — ay,...,b, =

by—
bn_1 — an, con a, > n?l, para toda n € N. Entonces, b, ~ 0 (se puede hacer tan pequena

como queramos, casi cero).!?

Modernamente distinguimos entre el método que nos permite mostrar que un limite existe del método que nos
permite calcularlo. En un caso no requerimos saber el limite para mostrar que existe. En otro, calcularlo nos permite
no solo mostrar que existe sino saber cudl su valor. En los casos que nos competen, modernamente, hacemos uso del
método de agotamiento para mostrar que existe y, al mismo tiempo, calcular su valor. Los antiguos postulaban su
valor y usaban el método de reduccién al absurdo y el de agotamiento para corroborar que el valor era el correcto.
El lector podria preguntarse cudl la razén de tanto distingo. Un ejercicio interesante que podria realizar nuestro
amable lector, es, mostrar que basta el principio de divisibilidad infinita (PDI) para segmentos de linea recta para
tener PDI para las demés cantidades de la geometria: angulos, dreas, volimenes y proporciones. Le recordamos
a nuestro amable lector que no hay una unidad de medida en la geometria. Asi, en principio, no habria por qué
considerar a los segmentos de linea recta como una cantidad distinguida de las restantes. Y tomar como unidad
de la geometria a un segmento de linea recta distinguido como lo hacemos modernamente en un curso de cédlculo
I cuando se construyen los nimeros reales. Asignando a cada nimero real un segmento de linea recta. Mas aun,
jpor qué la geometria no tuvo unidad hasta 1637 que la introduce René Descartes en La Géométrie?

Para los tres casos de nuestro interés, es decir, el caso de la proporcién de circulos, se aproxima a través de la
proporcién de poligonos regulares semejantes inscritos de 2™-lados cuya proporcién de dreas es como el cuadrado de
los didmetros de los circulos donde yacen inscritos. Proporcién que permanece invariante no importando el niimero
de lados; el caso de la espiral, por propiedades de la misma, la suma de las areas de los sectores circulares que
aproximan su area, si los angulos que los determinan estdn en progresién aritmética, son al circulo generatriz, en
el paso n-ésimo de la aproximacién, como 12 +22 4+ ... +n?: (n+1)- n?; para el sector parabélico, la suma de las
areas de los tridngulos que aproximan su area estan en progresién geométrica razén %, es decir, en el paso n-ésimo
de la aproximacién, la suma es al primer tridngulo como 1+ 1 + (3)* + -+ (3)" : L.
Es decir, 0 < b, < 2%.
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Los circulos

Partiendo del siguiente hecho (Ver https://israelramos.mx/2023/08/18/seminario-filosofia-
de-las-matematicas/).

Proposicion. Los poligonos semejantes inscritos en circulos son uno a otro como los cuadrados
de los didmetros.'

Cabe mencionar que, este hecho, es consecuencia de otro que reza

Proposicion. Los triangulos semejantes guardan entre si la razon duplicada de sus lados corres-
pondientes.'*
Ahora bien, dicho lo anterior, procedemos a corroborar que

Proposicién. Los circulos son uno a otro como los cuadrados de sus didmetros.'
DeMOSTRACION. Denotemos por C; y Co a los dos circulos; di y do sus didmetros, respectivamente;
Sy :=area(Cy) y Sz := area(Ca).

LS _dp
S &

Razén:

1. Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe un area, T, tal que

S &

T %
con Sy >T.

2. Inscribimos poligonos regulares, P,, de 2"-lados, con n > 2, en Cy (Ver figura 1); e inscribimos

en C; poligonos, @y, semejantes a P,; Sea a; := area(Ps), a, := area(P,y1 — P,), n > 2;
b:= 85, by:=0b, b, :=by_1 — ay, n > 1. Ahora bien, se puede mostrar que a,, > %_1, para
b

toda n € N. Afirmamos que, existe ng tal que b,, < Sz —T. En efecto, dado que 0 < b, < on

b
y 0 < Sy — T, entonces, existe ng tal que om0 < Sy —T. Asi, by, < S —T.

3. Dado que, by, = Sa — area(P,,), entonces, T' < drea(P,,).

4. Por otro lado, sabemos que

area(Qn,) dj
drea(Pny — d3’

entonces, por hipotesis, tendriamos

Sy area(Qn,)

T  érea(Py,)’

13 Proposicién XIL.1, Elementos, Euclides.

1 Proposicién VI.19, Elementos, Euclides. Es decir, la proporcién de las areas de los tridngulos semejantes es como
los cuadrados de sus lados.

5 Proposicién XI1.2, Elementos, Euclides.
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Figura 1: Aproximacién area circulo

S
5. Por tanto, - > 1, ya que S (porque @y, esta inscrito en Si). Es decir,

T
area(Pp,) area(Qn,)
T > area(P,,). Lo cual no puede ser.

6. El caso Sy < T se reduce al caso anterior.

En términos del analisis algebraico se esbozo:
Proposicién. Sean {Ap}nen, {Bn}neny CRT; A, B,k € RT tal que

An pVneN lim A, — A lim B, = B
By, n—00 n—00
FEntonces

A
E_k'

El sector parabdlico

Proposiciéon. Todo [sector parabélico] es cuatro tercios del triangulo que tiene la misma base que
él e tgual altura.

DemosTrACION. Consideremos un sector parabdélico, ADBEC, cuya base es AC; denotemos por S
su érea; k 1= 3 drea( AABC).
FS=k.

Razén:
1. Sea BB’ didmetro del sector parabdlico; Sean D y E puntos de interseccién con la parabola

ADBEC de lineas paralelas al didmetro que pasan por el punto medio, D' y E’, de AB’ y
B'C, respectivamente (Ver Figura 2).
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Figura 2: Aproximacién area sector parabdlico

2. Consideremos los triangulos, AADB y ABEC; a} := area(AABC); a? = érea(AADB);
a3 := érea(ABEC)

3. Por construccién se puede mostrar que, ai :a? :4:1yal:ad4:1.

4. Anélogo a los incisos anteriores, sean F, G, H e I puntos de interseccién con la pardbola
ADBEC de lineas paralelas al didmetro que pasan por el punto medio, F’, G', H' e I' de
AD', D'B’', B'E' y E'C, respectivamente.

5. Consideremos, ahora, los tridngulos, AAFD, ADGB, ABHE y AEIC ; a} := édrea(ANAF D);
a3 = area(ADGB); a3 := drea(ABHE); a3 := area(AEIC)

6. Analogo, al punto 3, tenemos a? : af ::4:1,a? :a3 =4:1;a3:a324:1ya3:af 4. 1.
7. En general, iterando el procedimiento antes esbozado, construimos una progresién geométrica,
i+1
i . , J+1 1
{aj}ijen, decreciente de razén, preails

J

8. Ahora bien, se puede mostrar que,

m+1 2™ m+1 4

2m 1
)OD DL ]
Jj=1 i=1

area poligonal

es decir,

Asi,

donde n = 2™.
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9. Notemos que, del punto anterior, la suma de las dreas, al, de los tridngulos que, a su vez,
conforman el drea de la poligonal, P,, inscrita en el sector parabdlico es menor a k, es decir,
menor a j - drea( AABC).

10. Supongamos, por reducciéon al absurdo, que S # k. Primero caso, S > k; Sea a; := drea(AABC),
ay, = area(Pp41 — Pp),n>2;b:= S, by := b, by, := b,—1 — an, n > 1. Ahora bien, se puede

mostrar que a, > %, para toda n € N. Afirmamos que, para 0 < S — k, existe ng tal

b
que by, < S — k. En efecto, dado que 0 < b, < on ¥ 0 < Sy — T, entonces, existe ng tal
b
que oo < Sy —T. Asi, by, < So —T. Ahora, dado que, b,, = S — area(FP,,), entonces,
k < area(P,,). Lo cual no puede ser (contradice lo observado en el punto 9).

11. El caso S < k, no es analogo al caso anterior pero en aras de la brevedad lo dejamos como
ejercicio para nuestro amable lector.

O

En términos del anéalisis algebraico se esbozo:

Proposicién. Sean {a, }nen, {bn}nen C RT, sucesiones crecientes y decrecientes, respectivamente,
con ay + b, =k, para todan € N, con k € R; y

lim b, = 0.

n—oo

Entonces
lim a,, = k.
n—oo

La espiral

Proposicion. FEl drea comprendida por la espiral trazada en su primer giro y por la recta primera
(tomada) en la recta principio del giro es la tercera parte del circulo primero.'

DEMOSTRACION. Sea OACD una espiral'”; C su circulo generatriz de radio r. Denotemos por S
al drea contenida por la espiral y el segmento, OD, radio del circulo generatriz (Ver figura 3);
k := % érea(C).

FS=k.

Razén:

1. Supongamos, por reducciéon al absurdo, que S # k. Primer caso, S > k.

2. Dividiendo la circunferencia de C en cuatro partes iguales por rayos que parten de O centro
de C; sean A, B, C'y D la interseccién de dichos rayos con la espiral; sean S, St := OAA/,
Si := OBB' y Si := OCC’ los sectores circulares determinados por las rayos, ro := 0,
r1:= OA, ro :== OB y r3 := OC, respectivamente, inscritos en la espiral (Ver figura 3).

16 Proposicién 24, Tratados II: Sobre las espirales, Arquimedes.

17 Girando OD, radio de C, en sentido contrario a las manecillas del reloj y con velocidad uniforme, y al mismo tiempo
un punto moviéndose sobre éste con velocidad uniforme. Describa una linea llamada espiral y decimos que C es su
circulo generatriz.
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Figura 3: Aproximacion area espiral de Arquimedes

3. Por propiedades mecénicas de la espiral atribuidas a su generacién (o construccién) se puede

mostrar que al estar los dngulos, ag := 0, a1 := ZAOA', ag := ZAOB' y a3 := ZAOC' en
progresién aritmética. Entonces, los rayos inscritos en la espiral, rg, 71, ro y 73, estan, también,
en progresion aritmética (Ver https://youtu.be/OLrVq6TsUkI?si=XnyZtOxtVqdGl_2Q,
1:36:00-1:50:00). Asi

St + 51+ 83+ 514 (13- a0)/2+ (r}-a1)/24 (r3 - a1)/2+ (13 - 1) /2
S+ 534893+ 83 4(r3 - a1)/2
2 aq + ((2r1)% - a1) + ((3r1)% - a1)
4. ((37“1)2 -041)
0% 412 + 2% + 3
32 + 32 + 3% 4 32

. Andlogo a los puntos 2 y 3, dividimos, ahora, la circunferencia de C en ocho partes iguales por
rayos que parten de O centro de C; sean A, B, C, D, F', G y H la interseccién de dichos rayos
con la espiral; sean S3, S} := OAA’, S3 := OBB', S .= OCC’, S .= ODD', S? .= OFEF/,
S2 := OFF' y S2 := OGG' los sectores circulares determinados por las rayos, ro := 0,
r1:=0A,ry:=0B,r3:=0C, ry:=0D, rs :=OFE, rg := OF y r7 := OG, respectivamente,
inscritos en la espiral (Ver figura 4).

. Se tiene, ahora,
SBH+ST++ 52 0241244+ T2

S24 824+ +82 T4y 472

. En general, si dividimos la circunferencia de C en n-partes iguales, donde n = 2™*! v de-
notamos por S/, con i € {0,1,...,n — 1}, al 4rea de los respectivos sectores circulares que
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Figura 4: Aproximacion area espiral de Arquimedes

determinan los rayos de dicha divisién con la espiral. Entonces,

sn SEAST A+ ST 0?+12+---+(n—1)?

1 ST ST ST T 124+ (n—1)2+ -+ (n—1)2

donde s,, = Z?:_ol Si", cp—1 area del circulo de radio ry,—;.

. Por otro lado, se puede mostrar, por induccioén, que

0°+1%+ -+ (n—1)° 1 1
DT+ (- 12+ T (n-DF 3 6m-1) o

. Ahora bien, anédlogo al caso de los sectores circulares inscritos a la espiral, se tiene el caso de
los sectores circulares circunscritos (Ver figura 5). Se tiene, en este caso, que

b T AT+ + T 02412+ -+ 0

cn Tm+Tm 4. 4+ Tm n24n24 .. +n2’

donde T;" = S|, con i € {0,...,n — 1}; T;" = sector circular de radio r, y dngulo ay;
tn = Z?:_ol T7", ¢, area del circulo de radio 7p,.
Es decir,
tn Spt e
cn Cn
11
3 6n
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Figura 5: Aproximacion area espiral de Arquimedes

9. Del punto 7 y 8 se tiene (Ver figura 6):

th, — 8, = T

10. Dado que s, < S < t, v tn — 8y = 0 (cuando n ~ o), entonces S — s, < t, — s, y para
S — k > 0 existe ng tal que t,, — sp, < S — k. Es decir, k < s,,, pero sp, < S. Asi k < S, lo
cual no puede ser.

11. Supongamos, ahora, que S < k. Por el punto 10, tenemos, S — s, < t, — s, ~ 0, es decir,
Sp &~ S (cuando n = oo) pero s, = t,. Por tanto, ¢, ~ S (cuando n =~ c0). Asi para k—.5 > 0
existe ng tal que t,, — S < k — 8, es decir, t,, < k, lo cual no puede ser. Ya que, por punto
8, tny = k + € 5

0

En términos del andlisis algebraico se esbozo:

Proposicion. Sean { A, }nen, {Bn}nen C R, sucesiones crecientes y decreciemtes, respectivamen-
te, tal que
A, <A< B,

para toda n € N, con A € R; y

lim B, — A, =0; lim B, =k,
n—oo

n—oo
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Figura 6: Diferencia de sectores circunscritos e inscritos

con k € R. Entonces
A=k.

De lo discreto a lo continuo

Lo hecho en la secciéon anterior motivan las siguientes definiciones y propiedades.

Definicién. Una sucesion, {an}nen, €s una funcion, f,

N —- R
n = f(n),
con f(n) = ay,.

Definicién. Decimos que una sucesion, {an}tnen C R, converge a L si y sdlo si para toda € >

0, 3N(e) € N tal que Yn > N
lap, — L| < e

Observacion. Podemos parafrasear la definicion anterior en los siguientes términos:

Todos los elementos de una sucesion, salvo un conjunto finito de puntos, quedan conte-
nidos alrededor de una vecindad del limite.'8

Definicién. Decimos que una sucesion, {an}nen C R, es acotada si y sdlo si existe M € RT tal
que
—M <lay| <M, VneN

18 Heuristica que subyace al concepto de limite.
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Proposiciéon. Sean {a,}nen, {bn}nen ¥ {cn}nen C R sucesiones de nimeros reales.

b
1. a) SeabeR; si, 0<a,< o para toda n € N. Entonces

lim a, = 0.
n—oo

c
b) Sea c € R; si, 0 < ¢, < —, para toda n € N. Entonces
n

lim ¢, = 0.
n—oo

2. Si{an}nen es una sucesion creciente y acotada superiormente. Entonces converge a su su-
premo; Si {bpnen es una sucesion decreciente y acotada inferiormente. Entonces converge a
su infimo.

3. Silos términos de la sucesion, {an nen, estan en progresion aritmética, es decir, an41—an=a
Entonces, la sucesion diverge.

. . . . , .y sy . . An+1
4. St los términos de la sucesion, {an nen, estdn en progresion geométrica, es decir, =aq

Qn

Entonces
0 si Jaj<1
711520 ap=< 1 st a=1
5. Sian < cn < by, para toda n € N y
lim a, = L = lim b,.

n—o0 n—oo

Entonces

lim ¢, = L
n—oo

6. Siay, + b, = c,, para toda n € N;

lim b, = L
n—oo
Y
lim ¢, = M
n—oo
FEntonces

lim a, =M — L

n—oo

7. Sicy, = Z—n, para toda n € N, con b, > 0; M > 0;

n

lim a, =L
n—oo
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lim b, = M.

n—oo
FEntonces

lim ¢, = —

n—o0

8. Sian:=3"ga, con0<a< 1. Entonces

lim a, =
n—00 1—a
DEMOSTRACION. 1. a) Basta mostrar que
lim — =0
n—oo 2N

En efecto, dada € > 0, N := [log,(2)]. Entonces,

€

> lo <b>
n g2 B
=
b
2" > -
€
=
LA
2n €.

Asi, dada € > 0, existe N tal que 2% < €, para n > N. Pero a, < 2%, entonces a, < €,
para n > N.

b) Es andlogo al caso anterior. Es decir, basta mostrar que

En efecto, dada € > 0, N := [¢] cumple lo requerido, es decir, £ < ¢, para n > N.

2. Supongamos que M € R tal que

lan| < M5 an < apty1, Yn €N

L :=sup A, donde A = {a, : n € N}. Afirmamos que
lim a, = L.
n—oo

En efecto, supongamos, por reduccion al absurdo, que existe ¢g > 0 y ny,ng,...,ni tal que
an, € (L — €y, L +€p), coni € {1,2,...,k}. Asi, para ¢ = min{|L —ay,|: i =1,2,...,k}, la
vecindad de L, (L — €/, L + €’), no contiene ningin a,,. Contradiciendo el hecho de que L es
el supremo de A.

El caso del infimo es anélogo.
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3. Dada M > 0, existe n € N tal que n-a > M (principio arquimediano), es decir, a,, > M.

4. Notemos que, a, = a”, asi, si |a| < 1, se puede mostrar por induccién que, 0 < --- < |a"| <
la"~Y < --- < |a1|. Asi, la sucesién decreciente, al, = |a,|, converge a su infimo. Es decir,

lim a, = 0;
n—oo

Si a = 1, entonces a,, = 1, para toda n € N. Asi

lim a, = 1;
n—oo

Si |a|] > 1, se puede mostrar por induccién que, |ai| < |ag| < -+ < |ay| < .... Asi, la sucesién
creciente, a, = |ay|, y no acotada, diverge.

5. Dada € > 0, existe N; tal que para toda n > Ny, |a, — L| < € y existe Ny tal que para toda
n > Na, |b, — L| <€

Por otro lado,

ap < cp <bp,=a,—L<c,—L<b,—Lb&6L—-b,<L—c,<L—ap

Pero b, — L < |b, — L|; L — a, < |L — ay|. Asi, para toda n > N, donde N = max{Nj, Na}:

len, — L < €

€

6. Dada € > 0, para §, existe N; tal que para toda n > Ni, |b, — L| < §; y existe Ny tal que
para toda n > Na, |¢, — M| < § De esta forma, para toda n > N, donde N = max{Ny, Na}:

lan = (M = L) = ((ca — M) — (b — L)
< |Cn_M|+|bn_L|
< €€

2 2
< €

7. Notemos que, 32 = ay, - bi. Asi basta mostrar que
n n

. / A AT
nlbngoan-bn—a b,

si lim a;, = @/; lim b}, = 0". En efecto, Dada ¢ > 0; para €’ = 557, donde M : |b),| < M, Vn €

n—o0 n—oo
N, existe Nj tal que |a), — /| < €, para toda n > Nj; y para ¢’ = ﬁ existe Ny tal que

|bl, — V| < €”, para toda n > Na. Asi, para toda n > N, donde N = max{Ny, Na}:
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labl, —a¥| = |(al, — d't,) + (@b, — V)|
() — )b, +a' (b, V)|

< lay — d'l[th] + |al|b;, — V']

< € -M+al-€
€ €

= — .M L
o Mlal g

_ €+€

202

= €

Ahora bien, haciendo b}, = bi, basta mostrar que

1
. ro_ T

2
En efecto, dada € > 0, para ¢ = E"g' , existe N7 tal que para toda n > Ny, |b, — b| < €; para

%, existe N7 tal que para toda n > Na, |b, — b| < ¢”.19 Asi, para toda n > N, donde

N = max{Nl, Nz}:

6// _

1_1’ b= by
no b |bn| 0]
< ’b_bn|
- [o
2
b 1
2 b2
2
= €

8. Partiendo de la siguiente identidad:

1— n+1
l+a+a®+-4a"=—"—

1—a ’

y, del hecho, nh—>r%o a™ = 0 (por el punto 4). Obtenemos lo solicitado.

19 Dado que |by| — \1b| < |bn —b] < %. Entonces, —% < |bnl — |b] < %, asi % < |bn|. Por tanto, % < 1] |bn], es

decir, prig.7 < o
2
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Ejercicios

1. Sea {zy}nen C R una sucesién con

a) (La sucesién converge?

b) De converger, ;podrias decir a qué limite?

2. Sea f: N — N una funcién biyectiva. Demuestre que, si

entonces L = 1.

Solucion
1. Se puede calcular que, z1 = 1;20 = 1+ %;183 =1+ % —sxa=1+4 % — 1 1 en general, la
sucesion sigue la siguiente ley:

Ahora bien, graficando la poligonal que determinan los puntos, (n,z,), se puede conjeturar
que es una sucesion acotada, es decir, oscila entre los valores % y % (ver Figura 7). De hecho,
dado el comportamiento oscilante de la sucesién no es facil saber a dénde converge. Pero
dada la ley de progresién de la sucesion afirmamos que converge a 7§ + @ Y, en aras de la

brevedad, dejamos como ejercicio, a nuestro amable lector, corroborar este hecho.

2. Sea f como en el planteamiento del ejercicio. Haciendo f(0) := 0. Entonces,

f(n)

es decir, m, = , se puede interpretar como la pendiente de una recta que pasa por el

n

origen. Ahora bien, supongamos, por reducciéon al absurdo, que L # 1. Entonces L > 1 6
L < 1. Primero, sea M = L, con L > 1, y consideremos la recta cuya pendiente es M, es
decir, una recta que esta por arriba de la identidad.

Dado que m,, converge a M (> 1), entonces existe ¢g € Q y N(ep) € N tal que

Vn>N:|m, — M| <e, ym,>1

Es decir, salvo un conjunto finito de puntos, (1, f(1)), (2, f(2)),..., (N — 1, f(N — 1)), todos
los puntos (n, f(n)), es decir, todas las rectas, l,,,, de pendiente m,, estdn contenidas en la
vecindad (Ipr—ey, lnr+¢,) (ver Figura 8). Por otro lado, dado que f(IN) > N, hay més puntos en
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Figura 7

el conjunto B = {1,2,..., f(IN)} que en el conjunto A = {1,2,..., N}. Esto es, existe ng € B,
que no es imagen de algin elemento en A (puntos rojos en la Figura 8). Contradiciendo el
hecho de que f es sobreyectiva.

El caso M < 1, es andlogo, ahora, vamos a contradecir el hecho de que f es inyectiva.

En la préctica, del cdlculo de limites, muchas veces, es dificil saber cudal el limite al que converge
una sucesion. Ejemplo de ello, el ejercicio 1. Razon por la cual, es necesario tener un criterio que
nos permita saber cudndo una sucesion converge sin saber el limite. Dicho lo anterior, motivamos
la siguiente definicion.

Definicién. Decimos que una sucesion, {an}neny C R, es de Cauchy si y sélo si para toda € >
0, 3N(e) € N tal que Yn, m > N

lan, — am| < €
Proposicién. Sea {a,}neny C R una sucesion. Esta es convergente si y sélo si es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Supongamos que, {an }nen, es convergente a L € R.

F {an }tnen es de Cauchy

Razoén: Dada € > 0, para § existe N tal que

\an—L|<§, Vn>N

Asi, para toda n, m > N

(an — L) + (L — an)|
+

lan — am| =

DO

€
2
€
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f(N)

17/

!
1

II’//,

Qr~ o w

12 3 N

Figura 8

Por tanto, {ay, }nen es de Cauchy.
Supongamos, ahora, que {ay,}nen es de Cauchy

F {an}nen es convergente

Razoén:

Supongamos, por reduccion al absurdo, que no es convergente. Primero, notemos que la sucesion
no es acotada. Si la sucesién fuese acotada, existiria M tal que a,, € (=M, M), Vn € N. Asi, existiria
Ly € (—M,M) y e ~ 0 tal que hay una infinidad de n’s: {ny : k € N}, con a,, € (Lo — €, Lo + ¢€).
Pero esto contradice el hecho de que {a,} es no convergente, ya que para L = Ly € R existe una
vecindad, Ver, (Lo), de Lo de radio €r, en el que solo hay una cantidad finita de elementos de la
sucesién. Entonces tomando € < €z, y dado que (Lo —¢€, Lo +¢€) C (Lo — €L, Lo + €1,), tendriamos
que Ve, (Lp) contiene una infinidad de elementos de la sucesion, lo cual no puede ser.

Segundo, suponiendo que la sucesién es no acotada, entonces para r,, = M, con M € N, existen
mi,me € N tal que |am, — am,| > M. Asi, para ¢ < 1, existe una infinidad de elementos de la
sucesion cuya distancia entre ellos es mayor que 1. Contradiciendo el hecho de que la sucesién
es de Cauchy, es decir, que salvo un conjunto finito de elementos de la sucesion, la distancia de

cualesquiera dos elementos es menor que 1.
O

Conclusion

El concepto de limite que encuentra su origen en la Antigiiedad con el cdlculo de proporciones
de magnitudes continuas requirié un analisis del infinito a través de la discretizacion, finita pero
infinita en potencia, de dicho calculo. Acentuando que el concepto de sucesién es el prolegémeno
al concepto de limite. Asi, basando el concepto de limite en el de sucesién, no sélo discretizamos lo
continuo, podemos reescribir la continuidad, la derivabilidad y la integrabilidad a través de éste.
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